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Vertikalni hitac i slobodni pad u bezvazduSnom
prostoru

Vertikalni hitac i slobodni pad u vazduhu

ﬁ

4 D
Svako telo ostaje u stanju
mirovanja ili relativnog
pravolinijskog kretanja dok pod
dejstvom sila ne bude primorano
da to stanje promeni

- _J

\




» Promena kretanja proporcionalna
je sili koja dejstvuje i vrSi se u

pravcu sile

=m:-lim =m-a
t—to

Odnosi se na materijalnu tacku i
srediSte - teziSte sistema

» U dinamici se pod materijalnom
tackom podrazumeva telo kod koga se
pri proucavanju kretanja njegove
dimenzije mogu zanemariti

\
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» Geometrijski posmatrano,
jednacina pokazuje da su sila

\iUbrzanje kolinearni vektori

» Masa je pozitivna skalarna veliCina
koja je karakteristika tela i ona je u
klasicnoj dinamici konstantna

» Matematicki posmatrano masa je
koeficijent proporcionalnosti izmedu
sile i ubrzanja

» Masa je mera inertnosti tela




N

» Sva tela na povrsini Zemlje pri
slobodnom padanju imaju ubrzanje

m
g=981%

» Merenjem tezine - sile moze se
odrediti masa

» Jedinica za duzinu m
» Jedinica za vreme s
» Jedinica za masu kg

» Jedinica za silu je Njutn [N]

» Sila od jednog 1 N je sila koja
masi od 1 kg daje ubrzanje od 1
m/s?

» Primena Medunarodnog Sl sistema mera je
zakonska obaveza u nasoj zemlji
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» Tezina je sila kojom zemlja
privlaci telo

» Masa je karakteristika tela, postoji
i u beztezinskom stanju (kada je
tezina jednaka nuli)

\

RG>

» Ova jednacina predstavlja diferencijalnu jednacinu
kretanja tacke napisanu u vektorskom obliku

» To je diferencijalna jednacina drugog reda, u
kojoj je nezavisno promenljiva t, a zavisno
promenljiva vektor polozaja

» Za kretanje u prostoru ova vektorska jednacina
moze da se napiSe kao tri skalarne jednacine

\
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[ mr=F
» Vektorska diferencijalna jednacina u

Dekartovom koordinatnom sistemu prevodi
se u tri skalarne diferencijalne jednacine

mx =X
my=Y
mz=172

\

m7=YF, ]

» Kada se radi o rezultujucoj sili, kao zbiru
komponenata, vektorska diferencijalna
jednacina se prevodi u skalarne

mx = }E )(i
my = Y;
mz = }E Jgi

\
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» Polozaj tacke odreden je lucnom koordinatom
koja se menja sa vremenom s=s(t)

\

[ ma=F ]

» Vektorska diferencijalna jednacina se prevodi

u tri skalarne diferencijalne jednacine koje su
funkcije vremena

maT=FT

maN:FN

\ map = Fp




» Posto ubrzanja u prirodnom koordinatnom
sistemu zavise od luc¢ne koordinate i brzine,
to poznati izrazi za ubrzanja glase

av d?*s
a = = = S
'™ dat ~ dt2
_ VZ _ 5.2
v = Rk Rk

\aB:O

» Dobijaju se projekcije sile na pravce tangente
i normale. Podsetnik: prirodni koordinatni
sistem se menja u zavisnosti od putanje
tacke !
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ma= Eg.iﬁi

» Kada se radi o rezultujucoj sili kao zbiru
komponenata vektorska diferencijalna
jednacina se prevodi u skalarne

ms = }E I?iT'
VZ
me- = LFin

\\\\\\~_~_...........!..-.‘ }E I?il? =0

» Ako je poznata masa /77 i funkcija promene
vektora polozaja u zavisnosti od vremena

T =7(t)

odrediti rezultujucu silu : F=m7

diferenciranjem po vremenu i zamenom u
odgovarajucim diferencijalnim jednacinama
dobijaju se projekcije rezultujuce sile na
koordinatne ose

\

» Na osnovu poznatih zakona kretanja dvostrukim
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» Ako je poznata sila F odnosno njene
projekcije na ose Dekartovog koordinatnog
sistema X,Y,Z - odrediti kretanje tacke

» To podrazumeva da diferencijalne jednacine
drugog reda sa poznatim projekcijama treba

dva puta integraliti i tako se dobijaju

koordinate tacke .
mx =X

my=Y

» Najjednostavnije kretanje je
kretanje po pravoj liniji
» Pravac kretanja - x osa

mx =X

» Kretanje je pravolinijsko i
rezultanta sila ili samo jedna sila
moraju imati pravac x ose

Y=0 Z=0

\
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ma=F

Vertikalni hitac i slobodni pad u

» Biti konStantna bezvazdusnom prostoru
» Da zavisi samo od vremena
» Da zavisi samo od rastojanja

Padanje tela sa velike visine

» Da zavisi samo od brzine

\Vertikalni hitac i slobodni pad u vazduhu

» Tacka M pada iz polozaja M, bez
pocCetne brzine, u polju Zemljine
teze, sa visine h

» Visina se moze smatrati
zanemarljivom u odnosu na precnik
Zemlje, pa polje mozemo smatrati
homogenim

» Ako se zanemari otpor vazduha -
bezvazdusni prostor iizabere
vertikalna osa za analizu dobija se
diferencijalna jednacina

Ny:mg

4/26/2010

11



| my =mg
» Diferencijalna jednacina kretanja
y=49
» Integraljenjem se dobija Yy = gt + Cy;
t=0,_> 3'1=V0=0—>C1=0

» Ponovnim integraljenjem y = gt

2
» Jednacina kretanjaje Y = g%
tZ:%” at:\/zg y:gtzg-\g: ‘q%:@
» Iz jednacine se dobija zavisnost brzine od
polozaja
y=429Y

» Vreme padanja tacke sa visine h

y:h:%gTZHTZZZ‘?h T: S
g9
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» Tacki M je u pocetnom polozaju
M, saopsStena brzina vertikalno
navise u polju Zemljine teze

» Nastalo kretanje naziva se
vertikalnim hicem

» Ako se zanemari otpor vazduha -
bezvazdusni prostor i izabere
vertikalna osa za analizu dobija se
diferencijalna jednacina

» Diferencijalna jednacina

mi=-mg  [J=—g

» Integraljenjem po vremenu

» Iz pocCetnih uslova
_)t:O_>V:VO_)C1:VO

» Dobija se zakon promene brzine

\
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» Diferencijalna jednacina brzine

» Integraljenjem po vremenu
y=—g[tdt+V,[dt+C,

» 1z pocetnih uslova
-t=0-h=y=0-0(,=0
» Dobija se zakon promene visine

y = —%gt2 + Vot

y = —%gt2 + Vot

» Kretanje je jednakousporeno

» Ne zavisi od mase

» Telo ce se kretati naviSe dok brzina kretanja
ne bude jednaka 0 y =0

» Iz uslova da je brzina jednaka nuli moze se
odrediti vreme kretanja

0=—gT +Vp »T ="

4/26/2010
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» Kako je odredeno vreme kretanja navise moze
se odrediti i visina na koju dospeva tacka

y=h=—-gt?+Vt

h= —%gT2+V0T

1 (Vo \2 Vo V2
h:——(—“)+l/—°=—0
29\ Og " 29

» Ako se u jednacinu kretanja stavi da je y=0
dobija se vreme za koje se tacka M vrati u
pocetni polozaj

1
y=0= _59t12/2 + Vo2

X _ —b+vb?-4ac
1 1/2 — 2a
. . . .. — 0 — 2
» Re$avanjem kvadratne jednacine ¥y =0 = _Egti/Z + Voti 2
- Vot Vo? 4390 Vil )
2 = —2%9 T -g t; =0 27 g

» ReSenja pokazuju: prvo kada pocinje kretanje, a drugo kada se
tacka ponovo vrati u pocetni polozaj
» Moze se uociti da je vreme uspona i pada duplo veée od vremena

kretanja naviSe — 0 _ oy

t, =

» Jednaka su vreme pada i vreme penjanja, a brzina u trenutku
povratka jednaka je brzini kojom je tacka izbacena, ali suprotnog

smera

Vo =—gt; +Vo=—g=+V,=-V,

a
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Poseban slucaj je kretanje materijalne tacke pod uticajem sile
zavisne od brzine

Kada se telo krece kroz sredinu koja pruza otpor tom kretanju
(kretanje kroz vodu, kroz vazduh, na hrapavoj strmoj ravni)
ogledima je utvrdeno da sile otpora kretanju zavise od vise
razlicCitih faktora ali se u odredenim slucajevima otpori mogu
izraziti kao funkcije pojedinih parametara.

Poseban slucaj je kada se otpori kretanja mogu izraziti kao
otpori koji zavise od brzine

Pri brzinama do Tm/s otpor kretanju tela kroz vazduh zavisi od
oblika povrsine i linearno je srazmeran brzini

Kod kretanja tela kroz vazduh veéim brzinama ali daleko manjim
od 340m/s otpor kretanju pored oblika i povrSine zavisi i od
kvadrata brzine kretanja

» Tacka mase m pada u homogenom polju
tezine
» Sila otpora kretanja srazmerna je brzini

kretanja
C - konstanta zavisna od oblika
p - gustina vazduha
Fy = C,Off'ljj2 A - povrsina preseka upravnog na

kretanje

» Dobija se vektorska diferencijalna
jednacina

= —

4/26/2010
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N - -
ma =G + Fy,
» Projektovanjem nay osu dobija se
my = mg — cpAy?
myg

: k= |—
» Uvodi se konstanta cpA

» Posle dvostrukog integraljenja dobija se

=S [en(2)]

\

» Tacki mase m saopStena je pocCetna
vertikalna brzina u homogenom polju tezine

» Sila otpora kretanja srazmerna je brzini

kretama C - konstanta zavisha od oblika

p — gustina vazduha
F.. = cpAv? A - povrsina preseka upravnog na
w pay kretanje

» Dobija se vektorska diferencijalna jednacina

\Tnﬁ‘,:—@—ﬁw ﬂ
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N - —>
ma = —G — Fy,

» Projektovanjem nay osu dobija se

my = —mg — cpAy?

: k= |22
» Uvodi se konstanta ~ epA

» Posle dvostrukog integraljenja dobija se

(=S nsn (2) v eos ()]

» Tacki mase m saopsStena je pocetna brzina
V, uz strmu ravan nagiba a. Ako je
koeficijent trenja u toku kretanja p=const.
Odrediti najudaljeniji polozaj do koga ¢e
tacka dospeti, uslov koji mora biti ispunjen
da bi tacka pocela da klizi niz strmu ravan,
kao i brzinu koju ¢e dostici pri prolasku
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Uticaj ravni zamenjuje se normalnom silom
Uticaj trenja pri kretanju uz ravan zamenjuje se
silom trenja (Kulonova sila trenja)

Usvaja se koordinatni sistem kao na slici

ﬂm&=5+ﬁ+@ﬂ

\\\\\\‘~!-k

md =G+ N + E,

Projektovati vektorsku jednacinu na ose x i y

a=%X1+y]=%7+0

mx = —G sina — Fﬂ
0=—-Gcosa+ N

\ F,=pN=pucGcosa

4/26/2010
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mX = —G sina — F,
m¥ = —mg sina — pmg cosa
¥ =—g (sina +u cosa)

x=—[g (sina+u cosa)dt + C,

% = —g (sina +u cosa) [dt + C,
t=0—>X=V0—>C1=V0
x =—g (sina +u cosa)t+V,

\

x = —g (sina +u cosa)t+V,
x = —g (sina + u cosa)f tdt + f Vodt + C,

t=0—-x=0->0C,=0
2
x=—g (sina+u cosa)%+V0t

X =— %g(sina +u cosa)t? + Vot

Tacka se krec¢e dok brzina ne padne na nulu
tiox=Lx=0->¢ =

0 = —g (sina + pu cosa)t, +V,
t, = Yo
1 —g (sina + u cosa)

4/26/2010
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tito>x=Lx=0-1t =

Zamenom vremena u izraz za koordinatu x dobija se L

Vo
t, = _
—g (sina + u cosa)

2
x=—g (sina+u COSCL’)% + Vyt

L=-— %g(sina + u cosa)t? + Vot,

1 Ve
~ 2g(sina +u cosa)

\

Posle dostizanja
krajnjeg polozaja kada
je brzina nula, tacka se
zaustavlja i krece niz
strmu ravan ako je

G sina > Fu

Kada je nagib veci od ugla
trenja nastaje kretanje, u
suprotnom tacka se zaustavlja
sina — pcosa >0 i ostaje u gornjem polozaju

sina

mg sina — umgcosa > 0

4/26/2010
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Kada se analizira ravnoteza dobija se vektorska jednacina
N = — =2
ma=G+N+F
Projektovana na ose x i z dobija

se izraz za promenu ubrzanja u
pravcu x ose- obelezeno sa z

mz = G sina — Fu

0=—-Gcosa+N
E,=uN=uGcosa

mz7 = mg sina — L mg cosa

\ Z= g (Slna — U COSC{)

7 = g (sina — u cosa)

Integraljenjem diferencijalne jednacine za pocetne uslove u
kojima je brzina jednaka nuli (telo krece iz mirovanja), a
pozicija se meri od tacke M tako da je i poCetno pomeranje
nula
7 = g (sina — u cosa) [ dt + C{
t'=0-72=0-C{=0
z =g (sina — u cosa)t

z =g (sina + u cosa) [tdt+ C,
t'=0-z=0-C,=0

2
\ Z = g (Slna _H COS(Z)%

4/26/2010
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Ako se pozicija z izjednaci sa L odnosno izraCuna vreme
potrebno da se tacka vrati u pocetni polozaj dobija se

z =g (sina — u cosa)

. t]? , 2L
z=L=g (sina—pu COSC}S)? t; =

g (sina—u cosa)

Ukoliko se umesto L zameni vrednost izracunata pri
kretanju uz strmu ravan 1 V2

L= -
2 g(sina +u cosa)

VZ
t; = : L
g (sina — u cosa)g(sina + u cosa)

t) =" .
1 g Jsin2a—-u? cos?a

t; =

sin?a—pu? cos?a

Zamenom vremena u izraz za brzinu pri kretanju niz ravan

dobija se 7 = g (sina — u cosa)t

V, = g (sina — p cosa)t;

V, = g (sina — u cosa) b !

g JJsinfa—u? cosia
sina—u cosa
VZ — VU -
sina+u cosa

Vidi se da je V,<V, usled gubitka energije na trenje, pri
cemu se mehanicki rad pretvara u toplotnu energiju

4/26/2010
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» Kod krivolinijskog kretanja tacke u pitanju je
kretanje tacke u ravni pa je reSavanje
diferencijalnih jednacina dosta komplikovanije

» Pokazani su primeri kosog i horizontalnog hica
u bezvazdusnom prostoru - kretanja u
homogenom polju Zemljine teze kod kojih se
otpor vazduha zanemaruje

» Na materijalnu tacku izbacenu nekom brzinom
deluje sila zemljine teze

\

» Kretanje koje nastaje u homogenom polju Zemljine
teze - materijalna tacka se izbaci pod kosim uglom
u odnosu na horizont brzinom V,

\

4/26/2010
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» Diferencijalna jednacina u vektorskom obliku
a

ma==G

» U skalarnom obliku - projekcija na ose
Dekartovog koordinatnog sistema

mix =0
my = —mg
mz=20

» Integracijom se dobijaju projekcije brzina

\

» PoCetna brzina ima projekcije na x i y osu dok
je projekcija na z osu nula

mix =0
my = —mg
mZ =0

\

t=0-x=V,cosa
y = Vysina
z=20

4/26/2010
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» Integraljenjem i zamenom pocetnih uslova

5C=C1
Z:CB

» Zakoni kretanja su

x = Vycosat+Cy
2
y = —g%+Vosinat + Cy

Z:C6

\

x = Vycosa
y = —gt + Vysina
z=0

x = Vytcosa

z=20

2
y = Vytsina — g%

» Materijalna tacka se krece po paraboli¢noj
putanji Cija je krivina okrenuta nanize

X

\

= t =
x = Vytcosa 2 Vocosa
. t X

y = Vyptsina — g— ) -

2 y:VO( )Sma_g(o&
z=20 Vocosa 2

1 g 2
=xtga — =
Y g 2Vicosta

2

)

4/26/2010
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» Paraboli¢na putanja cija je krivina okrenuta nanize

1 g
=xtga — -
Yy 9 ZV%cosza

2

» Kada tacka dostigne maksimalnu visinu brzina
u pravcu y ose je nula

y = —gt + Vysina

) Vysina
0 =—gt+Vysina—t, = 7
» Zamenom t, dobijaju se koordinate tacke M,
2 .-
D, =Vyticosa = Vo sinlZa)
29
ti _ Vgsin*a

H =Vyt;sina — g > = 24

4/26/2010
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» Vreme kada materijalna tacka dospeva u tacku B
je kada je koordinata y=0

y = Vytsina —g%z T=0
. . T2 . g7 — 2Vpsina
0=VTsina —g—= (Vosma . )T T B
» Zamenom T dobijaju se koordinate tacke B

x = Vytcosa

2Vysina VZsin(2a)
D =V,—"—cosa = >*——
g g

» Maksimalni domet je

2
VV;O - Sln(za) =90° - a = 45°

» Kretanje koje nastaje u
homogenom polju
Zemljine teze - materijalna
tacke se izbaci
horizontalno iznad
horizonta brzinom Vo

RESENJE

diferencijalna
Jjednacina kretanja

N -

ma==G

4/26/2010
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» Diferencijalna jednacina u vektorskom obliku

ma =G

» U skalarnom obliku projekcija na ose
Dekartovog koordinatnog sistema

mix =0
my = —mg
mz =0

» Integracijom se dobijaju projekcije brzina

\

x=C
y=—gt+C,
7 =Cs
» Zakoni kretanja su
x =Vt +C4
y=—g§+%

\

» Integraljenjem i zamenom pocetnih uslova
t=0-x=V, y=02=0 x=0; y=H; z=0

.Q.C':VO
y=—gt
72=0
XZVOI?
tz
y=H-g-
Z:

4/26/2010
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» z=0 - putanja materijalne tacke je u
vertikalnoj ravni
» Jednacina putanje je parabola sa otvorom

nadole

= V,t t== gx?
X 0 " Vo yv=H _W
y=H-g 0

» Vreme leta y:H_ggzo_wp: 2

g
» Dolet x=Vot—>D=Voﬁ

\
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