Vrste kretanja tela

Odredivanje karakteristika kretanja tacaka tela i tela kao
celine

Translatorno kretanje
Kruzno kretanje tacke

Vrste kretanja krutog tela

Kruto telo u zavisnosti od veza kojima je
izlozeno moze izvoditi

* Translatorno kretanje

» Obrtanje oko nepomicne ose

» Obrtanje oko nepomicne tacke
* Ravno kretanje
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Zadatak kinematike krutog tela

Odredivanje karakteristika
kretanja tacaka tela

Putanje tacaka
Brzine tacaka
Ubrzanja tacaka

e
_—— —

Zadatak kinematike krutog tela

Odredivanje karakteristike
kretanja tela kao celine

Ugao obrtanja tela
Ugaona brzina
Ugaono ubrzanje
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Translatorno kretanje krutog tela

Putanje tacCaka krutog tela su identicne,
samo prostorno pomerene
— — -
TB e TA + p
drg _ drg . dp

dt dt dt

kruto telo 22 — 0
dt
e i
dt
P ,
Translatorno kretanje krutog tela
dr, dr]
di dit
Prema ranije definisanim izrazima za brzinu
dTB ger Ara e
s o

Brzine tacaka krutog tela pri translatornom
kretanju su jednake

I73 = V)A
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Translatorno kretanje krutog tela
i 4 dVg _ dV,
dt2  dt2 dai |l
Prema ranije definisanim izrazima za ubrzanje
VB 4 & WA ger
it B T =

Ubrzanja tacaka krutog tela pri translatornom
kretanju su jednaka

- -
aB:aA

T B

il
B

_——

Translatorno kretanje krutog tela
I7,5: - V)A C_iB - 554

Kretanje krutog tela kao celine potpuno je
odredeno putanjom, brzinom i ubrzanjem jedne
(bilo koje) njegove tacke
Putanje, brzine i ubrzanja krutog tela koje se
translatorno krece su jednake
Broj stepeni slobode krutog tela pri translatornom

kretanju jednak je broju stepeni slobode bilo koje
tacke tog tela
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Kruzno kretanje tacke

Kada se tacka krece po kruznoj putanji to kretanje se
zove kruzno kretanje

Polozaj tacke na putanji odreden je lucnom koordinatom
s = Ro(t)

R je poluprecnik krivine

Ako je poznat zakon promene ugla, definisana je brzina i

ubrzanja tacke 0 = o(t)

ds
V=$s=R-¢p =Rw aT:E:S':R-(,b:R-E
aN—§:(R§) _R(pz_sz

_——

i

b ey

Kruzno kretanje tacke

Kod kruznog kretanja srecemo zakon promene ugla u
funkciji vremena
¢ =o(t)

Izvod promene ugla po vremenu odnosno ugaonu brzinu

deo 5
—_—= =10
dt 4

Izvod promene ugaone brzine po vremenu odnosno

drugi izvod promene ugla po vremenu - ugaono ubrzanje

dig . do
Wzl

@ =&
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Kruzno kretanje tacke  s=R(wt+g¢o)

* lzrazi za brzinu i ubrzanja saglasno uvedenim
parametrima su

V=$=R-¢ =Rw

s

ar = =3=Ro =Ry =Re
2 S

(.IN:%:%:R@ZZR(DZ

a=+a2+a%=RJp2+¢p*=Rye*+w?

Zakoni obrtanja tela
Ugaona brzina i ubrzanje
Brzina i ubrzanje tacaka tela




e

s

P —

Obrtanje tela oko nepomicne ose

Jedno od mogucih kretanja tela je
obrtanje tela oko nepomicne ose

Ovaj vid kretanja ima veoma Siroku
primenu u tehnici, skoro sve masine
sadrze delove koji se obr¢u oko
odgovarajuc¢ih nepomicnih osa.

_——

—

_ A e Y S
e

b ey

Obrtanje tela oko nepomicne ose

Primeri primene
Transportne masine
Motori u vozilima, menjaci, to¢kovi, upravljac

Strug, glodalica, elementi prenosa snage u
okviru radnih masina

Primena u hidraulici i pneumatici - hidro pumpe i
motori

Energetika - turbine, generatori
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Obrtanje tela oko nepomicne ose

Kod obrtanja krutog tela oko nepomicne ose
putanje brzine i ubrzanja pojedinih tacaka
krutog tela su razliciti

Putanje, brzine i ubrzanja su odredeni
unutrasnjim vezama (kruto telo) i spoljasnjom
vezom - nepomi¢nom osom

Zakone medusobnog odnosa putanja, brzine i

ubrzanja tacaka tela potpuno odreduju ugao
obrtanja, ugaona brzina i ugaono ubrzanje

/ -

—

Karakteristike kretanja tela kao celine kod
obrtanja krutog tela oko nepomicne ose

Ugao obrtanja
Ugaona brzina
Ugaono ubrzanje
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Obrtanje tela oko nepomicne ose

Kod kretanja tela oko dve nepomicne tacke sve
tacke koje se nalaze na pravcu koji prolazi kroz
te dve tacke ostaju nepomicne tokom kretanja
tela

Ovakvo kretanje se naziva obrtanje tela oko
nepomicne ose

T B

il
B

_——

Obrtanje tela oko nepomicne ose

Telo ima samo jedan stepen slobode

Polozaj tela potpuno je odreden jednom
generalisanom koordinatom

Kao generalisana koordinata usvaja se
ugao obrtanja
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Obrtanje tela oko nepomicne ose

Ugao obrtanja se definise kao
ugao izmedu nepomicne ravni
koja sadrZi osu obrtanja i
pokretne ravni koja sadrzi osu
obrtanja i ¢vrsto je vezana za
telo

_——

— B

i

vy

Obrtanje tela oko nepomicne ose

Kretanje tela se odvija oko dve tacke
krutog tela

Sve tacke koje se nalaze na pravoj AB
krutog tela su nepomicne

Za potpuno odredivanje polozaja dovoljna
je jedna koordinata; dakle, telo ima jedan
stepen slobode

3/7/2010
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Obrtanje tela oko nepomicne ose

Kao generalisana koordinata
uzima se ugao obrtanja ¢
Ugao ¢ se definise kao ugao
izmedu nepokretne ravni koja
sadrzi osu obrtanja i pokretne
ravni vezane za telo

Radi definisanja smera usvaja
se i nepokretni koordinatni
sistem Oxyz

y

— ///////??

/Obrtanje tela oko nepomicne ose

Radi utvrdivanja ugla rotacije
definiSe se nepokretna ravan r, koja
sadrZi osu oko koje se odvija
obrtanje

U toj ravni definiSe se nepokretni
koordinatni sistem Cija z osa se
poklapa sa osom rotacije

X 0sa pripada nepokretnoj ravni

3/7/2010
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/Gﬁanje tela oko nepomicne ose

DefiniSe se i pokretni koordinatni
sistem vezan za telo koje rotira

Ose ovog koordinatnog sistema su

En¢ . Ove ose se u pocetnom
trenutku poklapaju sa
nepokretnim koordinatnim
sistemom Oxyz

DefiniSe se i ravan r vezana telo
koje rotira a sadrzi osu rotacije ¢ i
osu &

Obrtq njetela O,kp\ngpgmiéne 0se =

— ugao obrtanja

Ovako definisanim koordinatnim
sistemima odreduje se ugao ¢
koji kao pozitivan smer ima smer
suprotan smeru satne kazaljke

Zakon promene ugla je
generalisana koordinata koja
definiSe zakon kretanja

» = @(t)

3/7/2010

12



Obrtanje tela Mpomlcnfy'

| ——srednja ugaona brzina

Ako se uodCi ugao obrtanja u
trenutku t i trenutku t+At gde je
At konacan prirastaj vremena

Kao srednja ugaona brzina
definiSe se relativni prirastaj ugla
obrtanja za konacan vremenski
interval At

aer QE+AD)—0(t) _ Ag
(wz)sr = At U

Obrtanje tela oko nepom|cne ose =

~——ugaona brzina

hmAt—)O(a)z)sr

Srednja ugaona brzina nije
najtacniji pokazatelj promene
brzine s obzirom na to da je
znacajan vremenski interval
posmatranja

Kada vremenski interval tezi nuli
dobija se ugaona brzina

Ap _ do _

W, limy,, = 0

3/7/2010
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Obrtanje tela Mpomlcn_ey
| ——ugaona brzina

Ag dcp

w; = limAt—)O At dt

=@
Znadi trenutna ugaona brzina je
jednaka prvom izvodu ugla
obrtanja po vremenu

Ukoliko je prirastaj ugla obrtanja
posmatran iz vrha z ose u
suprotnom smeru od satne
kazaljke pozitivan, tada je i
ugaona brzina pozitivna i obrnuto

Obrtanje tela oko iepomi¢ne ose
——ugaona brzina

Ugao je bezdimenziona veli¢ina u
radijanima pa se po definiciji
ugaona brzina izrazava u
radijanima u sekundi

0.1 = [7] <[

s — sekund, jedinica za vreme

14



Obrtanje tefa' oko'nepomicne ose ==

| ——ugaona brzina

U tehnici se koristi tehnicka
ugaona brzina - broj obrta u

minuti br

frl = [

min

Ugaona brzina se odreduje po
obrascu

__2mny _ mngy

Z 60 30

Obrtanje tela oko'nepemicne ose
""""/’/—@aono ubzanje .

Ugaona brzina u trenutku t je
w,(t)
U trenutku t+At nastaje promena ugaone brzine na
w,(t + At)

Promena ugaone brzine je
Aw, = w,(t + At) — w,(t)

Relativni prirastaj brzine u vremenskom intervalu At naziva
se srednjim ugaonim ubrzanjem

dor Wz(T+AD)—wz(t)  Awg
(Sz Ly At Ry

3/7/2010
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Obrtanje tela Mpomlcn_ey

| ——ugaono ubzanje

Granicna vrednost srednjeg ugaonog ubrzanja kad vremenski
interval tezi nuli naziva se trenutno ugaono ubrzanije

def
llmAt—»O(Sz)sr
Trenutno ugaono ubrzanje po definiciji je izvod ugaone
brzine po vremenu

def

I lim de, do
= = - M AE It 7

Ugaono ubrzanje je drugi izvod promene ugla po vremenu

de¢ 2
L S ey e Ve
T

Obrtanje tela oko' nepomicne ose

~——ugaono ubrzanje

Dimenzija ugaonog ubrzanja je radijan u sekundi na
kvadrat ili jedan sa sekundom na kvadrat

e = [7] = [

s — sekund, jedinica za vreme

16
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Obrtanje tela oko nepomicne ose

Vektor ugaone brzine je vektor Ciji je intenzitet jednak
apsolutnoj vrednosti prvog izvoda ugla obrtanja po
vremenu, a smer je takav da obrtanje gledano iz vrha ose
ima suprotan smer od smera satne kazaljke

AT —

— A e

‘Obrtanje tela oko nepomicne ose

Vektor ugaonog ubrzanja jednak je prvom izvodu vektora
ugaone brzine po vremenu

_ de 40 dE
- F T [

Izvod jedini¢nog vektora po vremenu je nula jer su
jedinicni vektori koordinatnog sistema Oxyz nepokretni

3/7/2010
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Obrtanje tela oko nepomicne ose

Zavisno od smera ugaone brzine i ugaonog ubrzanja
postoje 3 slucaja:

Ugaona brzina i ugaono ubrzanje su istog smera, javlja se
porast brzine pa je to ubrzano obrtanje tela oko ose
Ugaona brzina i ugaono ubrzanje su suprotnih smerova
pa se javlja pad ugaone brzine i to je usporeno obrtanje
tela oko ose

Ugaono ubrzanije je jednako nuli u kona¢nom intervalu
vremena i to je ravnomerno obrtanje

Obrtanje tela oko nepomlcne ose =
~=7zakon obrtanja

Ravnomerno obrtanje — ugaono ubrzanje tela koje se
obrée oko ose jednako je nuli £ -0

w, = constant.

d
f‘i@ ::Cuzjﬁdt

Zakon obrtanja predstavlja linearnu funkciju vremena

@ = wzt + Qo

3/7/2010
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/Omanje tela oko nepomicne ose

Ravnomerno promenljivo obrtanje — ugaono ubrzanje tela
koje se obrce oko ose je konstantno
dp?  dw

= —£ = constant
dat2 dt

&, =

1de — 1dtf

Brzina obrtanja predstavlja linearnu funkciju vremena

w, = &,t+ w,

_ ’****7\"”7:::’1;77 —— 777/771:;’::{//
Obrtanje tela oko nepomicne ose

Ravnomerno promenljivo obrtanje — ugaono ubrzanje tela
koje se obrce oko ose je konstantno £, = constant.

w; = &L+ C
[do={(et 1 C)dt =feidi 1 C |di | C
(p:fgztdt+clfdt+62 t:O—>C1:(UO’C2:(pO

Zakon obrtanja predstavlja kvadratnu funkciju vremena

£2
(p=827+(1)0t+§00

3/7/2010
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" Obrtanje tela oko nepomicne ose

Brzina po definiciji ]7 — a_j X 1_‘)

predstavlja izvod vektora

polozaja po vremenu

Ako se napise vektor
poloZaja u koordinatnom
sistemu xyz vezanom za
telo koje se obrce oko ose i
potrazi njegov izvod, moze
se pokazati da brzina
predstavlja vektorski
proizvod ugaone brzine i
vektora polozaja

Obrtanje tela oko nepomicne ose

—

Vektor brzine: Y = (1—)) X ?7')

e Ima pravac upravan na vektore
ugaone brzine (pravac z ose) i
vektor polozaja tacke

e Smer je takav da se
posmatrano iz vrha vektora V,
vektor ugaone brzine dovodi do
vektora polozaja u pozitivnom
mat. smeru

e Intenzitet jednak proizvodu
intenziteta ugaone brzine i
najkraceg rastojanja od ose

3/7/2010
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Obrtanje tela oko nepomicne ose

-

Vektor brzine V=wX?
Intenzitet jednak proizvodu

intenziteta ugaone brzine i
najkraceg rastojanja od
ose

Kako se udaljava od ose
obrtanja tako raste brzina
za istu ugaonu brzinu

V = wrsina = wp

T 7//
/ [ sV
Obrtanje tela oko nepomicne ose

V A — >< -
Jasno je da brzine tacaka = wWAXT

tela linearno rastu sa
udaljavanjem od ose
Brzina taCaka na osi
jednaka je nuli Sto je dato i
u definiciji obrtanja tela
oko ose

V = wrsina = wp

3/7/2010
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L brzina

Obrtanje tefa' oko'nepomicne ose ==

dv
s i — —
Ubrzanje proizvoljne tatke M «c = v
"ng:-_li 0 XT) =
g= . t(a:x:ﬂ -
do W — dr - - —s e
-er+wX%=sxr+wXV

Izvod brzine je zbir dva vektora:

o Vektorski proizvod vektora ugaonog
ubrzanja i vektora polozaja

» Vektorski proizvod vektora ugaone
brzine i vektora brzine

Obrtq njetela O,kp\ngpgmiéne 0se =

~—~ubrza nje tacke

o
b

- ef =2 -
Vektor kao direktna posledica ae e X1

ugaonog ubrzanja

Pravac ovog vektora upravan je na
pravac vektora poloZaja i vektor
ugaonog ubrzanja

Kod obrtanja oko nepomicne ose
vektor ugaone brzine i vektor
ugaonog ubrzanja su kolinearni i
poklapaju se sa osom obrtanja

Ovaj vektor ubrzanja se naziva i
obrtnim ubrzanjem

3/7/2010
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Obrtanje tefa' oko'nepomicne ose ==

|~ Ubrzanje tatke

o
{233}

€

EXT

Vektor obrtnog ubrzanja po C_i
intenzitetu je jednak
proizvodu ugaonog ubrzanja
I najmanjeg rastojanja od
tacke do ose obrtanja

A, =T -Sina=€:p

£

Intenzitet obrtnog ubrzanja
jednak je proizvodu ugaonog
ubrzanja, vektora poloZaja i
sinusa zahvacenog ugla

Obrtanje tela oko'nepemicne ose
~ = Uubrzanje tacke .

5 — - —
Cla) = wXxXxV=wx (a)x r

Druga komponenta je ubrzanje
usmereno ka osi - aksipetalno
ubzanje

Pravac vektora je upravan na
vektor brzine i vektor ugaone
brzine, odnosno lezi na pravcu
normale iz tacke M

Ay, =w- V- -sina=w- -V =
w? - p

3/7/2010
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Obrtanje tela oko'nepomicne ose
—~ubrzanje tacke

a=d.,+d
Ubrzanje tacke tela je s .

/// - 2 -
Obrtanje tela oko nepomicne ose

Teorema:

Pri obrtanju krutog tela oko nepomicne ose
obrtno ubrzanje tacke jednako je
tangencijalnom ubrzanju, dok je ubrzanje
tacke usmereno ka osi jednako njenom
normalnom ubrzanju

3/7/2010
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Obrtanje tela oko nepomicne ose

Dokaz teoreme

Pri obrtanju krutog tela oko nepomicne ose svaka
tacka opisuje luk Ciji je centar na osi, a ravan mu je
upravna na osu. Lucna koordinata definise se kao
luk izmedu pocetnog Mo i trenutnog M polozaja
tacke.

S=p-@ p=C0nSt.

—

— e

“Obrtanje tela oko nepomiéne ose

Saglasno pokazanoj teoremi, brzina i ubrzanja
tacke tela koje se obrée oko nepomicne ose
odreduju se kao kod definisanog kretanja tacke po
kruznoj putanji
S p gy
Poluprecnik je jednak najmanjem rastojanju tacke
Ciju brzinu i ubrzanje odredujemo obelezen sa P

p = const.

g a

3/7/2010
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| -Obrtanje tela oko nepomicne ose

- ds

Brzina proizvoljne tacke M | V. = - T =pw - T = P - z
S=p0 ¢
V=Vr=s=p:-¢p=pw
F =
. I 0T )
1
x
p = const.
~—Obrtanje tela oko nepomicne ose
- 0 P 52 o
Ubrzanje proizvoljne tacke M a=ST + P N

- dv — —

a--=- ar-T+ayN
ds .

;5 5-_po_ po_ pe
e

ay - pp pa

a=+/az+a3 =p,/p? + ¢* = pVer+ w?

3/7/2010
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- Obrtanje tela oko nepomicne ose

aT: as aN: aw

Komponente ubrzanja proizvoljne tacke
M koja rotira oko nepomicne ose

Obrtno ubrzanje jednako je
tangencijalnom ubrzanju

ar = dg

Ubrzanje usmereno ka osi jednako je
normalnom ubrzanju

Ay = QA

~~Obrtanje tela oko nepomi¢ne ose

a=— lo-to,— JuitaZ

Komponente ubrzanja proizvoljne tacke
M koja rotira oko nepomicne ose su
uzajamno normalne, pa vazi

a-— ’a%-l—aﬁzdaﬁ-l—aﬁ,

Ugao izmedu ubrzanja i normalnog
ubrzanja

Qg

tgh = —==—=

an Ay

3/7/2010
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Rezime:

=

Kruto telo u zavisnosti od veza kojima je izlozeno moze
izvoditi kretanja:

Translatorno kretanje
Obrtanje oko nepomicne ose
Obrtanje oko nepomicne tacke
Ravno kretanje

_—

Rezime:

Predmet danasnjeg predavanja je obrtanje oko
nepomicne ose

Ovaj vid kretanja ima veoma Siroku primenu u tehnici,
skoro sve masine sadrze delove koji se obr¢u oko
odgovaraju¢ih nepomicnih osa

Kretanje tela se odvija oko dve tacke krutog tela

Sve tacke koje se nalaze na pravoj AB krutog tela su
nepomicne

Za potpuno odredivanje polozaja dovoljna je jedna
koordinata - telo ima jedan stepen slobode

3/7/2010
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Rezime:

Telo ima samo jedan stepen slobode

Polozaj tela potpuno je odreden jednom generalisanom
koordinatom

Kao generalisana koordinata usvaja se ugao obrtanja

Zakon kretanja je @ = @(t)

Vektor ugaone brzine w = (.Uzk — Ek =@ k
Vekt e -2 2 B
ektor ugaonog ubrzanja &, = — = W;—— = &

- - = i
= ARSI pep— //
Rezime:

Brzine tacaka tela koje vrsi obrtanje oko ose srazmerne
su ugaonoj brzini i rastojanju tacke od ose

—

V=wXT?t V. _arsing _ op
Ubrzanja tacaka tela koje vrsi obrtanje oko ose imaju dve
komponente ubrzanje kao posledicu ugaonog ubrzanja i
ubrzanje usmereno ka osi rotacije kao posledicu ugaone
brzine
_ - _ d.— ¢t ‘Sina — &° P
a=a.+a, _

a,=w-'V-.-sina=w- -V =
s

W p

3/7/2010
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Rezime:

Odredivanje ubrzanja tacaka tela koje vrsi obrtanje oko

ose istovetno je kao kod odredivanja istih kod kretanja
tacke po kruznoj putaniji

ar = Qg
Ay = Ay
a= a2 1az=azla;,
_ar ag
k=
N 226)
R /
S s
.

Primer obrtanja oko ose

3/7/2010
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