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Geometrijske karakteristike
popre€énog preseka

e PovrSina popreCnog preseka
e StatiCki moment poprecnog preseka
e Momenti inercije poprecnog preseka
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Povrsina poprecnog preseka
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Staticki moment povrSine zaosu | °
y
A S, = ydA
x dA A
Y S, = j XdA
\\_/ X A
Dimenzija ]  Jedinica  |m’]
| Otpornost materijala | EEE:

Staticki moment

Za sloZzenu povrsinu koja se sastoji od viSe prostih
povrsina, statiCki moment za neku osu jednak je zbiru
statiCkih momenata pojedinih prostih povrSina u
odnosu na istu osu

i=1

S, :J'ydA:IydA+IydA+IydA+...+_[ydA= AV +AY, +..AY, :Zn:Aiyi
A 1 2 3 "

i=1

S, = [ xdA= [ xdA+ [ xdA+ [xdA+...+ [xdA = Ax, + A, +...+ AX, :Zn:Axi
A 1 2 3 n
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Koordinate tezista :
y deA
A Sy
XC: =
foaa A
A
dA
y —J;y -5
© o fda A
\ A
Xc
Po Varinjonovoj teoremi:
(momentrezultante jednak je zbiru momenatakomponenata)
| Otpornost materijala | EEE:
T
Primer : .

| N|
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| Otpornost materijala |

Brojni primer:
A 6

y

A =12 C,(31)
A =6 C2(2;,-0.67)
A, =6,28 C,(~0.85;0)

Otpornost materijala |

Brojni primer:

A=A+A +A =12+6+6.28=24,28 cm’

S. =AYy, =12-1=12cm® S,.=Ax =12-3=36cm*
S,z = Ay, =6-(-0.67) =-4.02cm’ S,, =AX,=6-2=12cm’
S5 =AY, =6.28-0=0cm’ Sys = AX; =6.28-(-0.85) = -5.34cm’

S, =S, +S,+S,, =12-4.02+0=7.98cm’
3
S, =S, +S,, +S,, =36+12—5.34 = 42.66cm




- e00
Otpornost materijala | e000

Brojni primer:

_42.66

———=1.75cm
©24.28
& 98 =0.32cm
24.28
| Otpornost materijala | ESE:
Karakteristike stati¢kih :

momenata poprec¢nog preseka

e Za osu simetrije statiCki moment povrsine jednak
je nuli jer ova osa prolazi kroz teziste.

e Ako povrSina ima dve ose simetrije ili viSe takvih
0sa, teziSte se nalazi u presec€noj tacki tih osa

e KososimetriCne povrSine imaju teziste u tacki
kose ose simetrije

e Ako osa prolazi kroz teziSte statiCki moment
povrSine za tu osu jednak je nuli
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Momenti inercije ravnih povsina
e Aksijalni moment inercije 1, =[ydA 1,=[x"dA
e Centrifugalni moment inercije 'xy=£XydA

- - - 2
e Polarni moment inercije 'f{r dA

eo0o
| Otpornost materijala | ::::
Aksijalni moment inercije :

y

A
7 ly 1, =] y*dA 1, = x*dA
(0] A A
\ X

Aksijalni moment inercije povrsine predstavlja zbir proizvoda
svih elementarnih povrsina i kvadrata njihovih rastojanja od
odgovarajuce ose u ravni te povrsSine

Dimenzija ['—4] Jedinica [m4]
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Centrifugalni moment inercije
y

A kyzjxydA
A

(0]
N~__ X

Centrifugalni moment povrsine predstavlja zbir proizvoda
svih elementarnih povrsina i oba njihova rastojanja od osa
u ravni te povrsine

Dimenzija | L] Jedinica [m4]
| otpornost materijaia | EEE:
Polarni moment inercije 3
y
A lo=[r*dA
x A r’ :Ax2+y2
/ y |O:J;(x2+yz)alA:fozolAJrjAysz:|X+|y
<

Polarni moment inercije u odnosu na pol O u ravni te
povrsine predstavlja proizvod svih elementarnih povrSina i
kvadrata njihovih rastojanja od tog pola

Dimenzija [L4] Jedinica [m4]
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Karakteristike momenata inercije

e Aksijalni i polarni moment inercije su uvek
pozitivni

e Centrifugalni moment inercije moze biti vedi,
maniji ili jednak nuli

e Svaka povrSina ima bar jedan par osa za koje je
centrifugalni moment inercije jednak nuli

328
Ti o0
Otpornost materijala | b

Znak polarnog momenta inercije |
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Momenti inercije za paralelno pomeren
koordinatni sistem (Stajnerova teorema)

e Moment inercije zaose tY £ x=a+g
teziSne £On

1. =[n’dA / ol |"
A

©
|77:J.§2dA L y%/y=b+n

(6] X
B 2
1,, = [ &ndA
A
Ako osa prolazi kroz teziste statiCki
moment povrsine za tu osu jednak je nuli
- eo0o
| Otpornost materijala | ::::
eo00
[ X ]
°

Momenti inercije za paralelno pomeren
koordinatni sistem (Stajnerova teorema)

Ay te  x=atg

U izrazima za
momente inercije
za X 1Y osu
vrednosti

koordinata x iy
zamenjujemo

vrednostima, %

prema slici

y=b+n

"><

X=a+¢& y2b+n

10/24/2009
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Momenti inercije za paralelno pomeren o
koordinatni sistem (Stajnerova teorema)
y=b+n
L,=[y*dA=(o+7) dA
A A
|, =[n*dA+2b [dA+Db? [dA
A A A
l,=1,+2bS.+b* A
Ako osa prolazi kroz teZiste statiCki moment povrsine
za tu osu jednak je nuli, a b je udaljenost x ose od
paralelne teZiSne ose
2
I =1.+b* A
00
| Otpornost materijala | ::::
. . ees
Momenti inercije za paralelno pomeren °

koordinatni sistem (Stajnerova teorema)

X=a+¢&

,=[x*dA=[(a+&) dA
A A
l,= [£%dA+2a [ &A+a® [dA=1, +2asS, +a° A
A A A

Ako osa prolazi kroz teziSte statiCki moment povrsine
za tu osu jednak je nuli, a b je udaljenost x ose od
paralelne teziSne ose

. 2
|, =1, +a* A

10/24/2009
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Momenti inercije za paralelno pomeren o

koordinatni sistem (Stajnerova teorema)
x=a+<& y=b+p

Ly :IxydA:j(a+§Xb+n)dA
|, =] &ndA+a[ndA+b [ &A+ab [dA

l,,=1; +aS.+bS, +abA
Ako osa prolazi kroz teziSte statiCki moment povrsine za tu
osu jednak je nuli, a b je udaljenost x ose od paralelne
teZiSne ose (, dok je a udaljenost yose od paralelne teziSne

osen,
|, =1, +abA

00
| Otpornost materijala | ::::
. . - ...
Momenti inercije za paralelno pomeren -
koordinatni sistem (Stajnerova teorema)
_ 4y e x=a+t
e Kada se koordinatni a . A
pocetak sistema £EOn / ¢ oA
poklapa sa teZistem tada X o
su ose § i n teziSne ose / n
e StatiCki moment za tezisSne ! )
ose jednak je nuli, a cl y /
koordinate
% y=b+n
O X

y.=b, X, =a -
S.=§,=0

10/24/2009
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Momenti inercije za paralelno pomeren

koordinatni sistem (Stajnerova teorema)

e Momenti If, |,7 I Ifﬂ
sopstveni momenti
inercije

Proizvod povrsine
preseka i udaljenosti od
ose — 0sa haziva se

polozajni moment
inercije
b’A, a’A, abA

& x=a+t

SR

A\ 4

Otpornost materijala |

Momenti inercije za paralelno pomeren

koordinatni sistem (Stajnerova teorema)

e Momenti inercije za
teziSne ose £0n
nazivaju se sopstveni
momenti inercije

e Momenti inercije za
vantezisne ose jednaki
Su zbiru sopstvenih
momenata inercije i
polozajnih momenata
inercije

4 kada su &, n teZiSne
ose

10/24/2009
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Momenti inercije za paralelno pomeren

koordinatni sistem (Stajnerova teorema)
Xx=a y=b

ZateziSne ose &, n za paralelno pomeren koordinatni sistem
izrazi za momente dobijaju oblik

l,=1,+b* A
2

I, =1, +a> A

|, =1, +abA

Moment inercije za paralelno pomeren koordinatni sistem
jednak je zbiru sopstvenog momenta inercije(uvek za
teZiSne ose) i poloZajnog momenta inercije

00
| Otpornost materijala | ::::
a2
Momenti inercije za paralelno pomeren °
koordinatni sistem (Stajnerova teorema)

e Moment inercije za vanteziSne paralelne ose
jednak je zbiru sopstvenih momenata inercije
(tezisSnih) i polozajnih momenata inercije

2
L =1+ YA
2 - :
I — I + XC A Napomena: rastojanja Xc i yc
y n uzimati sa svojim znakom
Iy =1z + XY A

10/24/2009
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Momenti inercije za paralelno pomeren °
koordinatni sistem (Stajnerova teorema)
e Moment inercije za paralelne teZiSne ose jednak je
razlici momenata inercije za vanteziSne paralelne
ose i polozajnih momenata inercije
2
=1, = YcA
| — | _ X2 A Napomena: rastojanja Xc i yc
n Yy C uzimati sa svojim znakom
Ifn — Ixy _XCyCA
00
| Otpornost materijala | ::::
o000
:.

Momenti inercije za zaokrenuti
koordinatni sistem (za teziSne ose)

e Poznati su momenti .
inercije za teziSne
ose ch Ix, ly, Ixy

e Za neki zaokrenuti
Za ugao ¢

koordinatni sistem
uCv treba odrediti
momente inercije lu,

|v, luv

10/24/2009
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Momenti inercije za zaokrenuti oe
koordinatni sistem (za teziSne ose)
u Yy x dA
v
/:(p )
m AN
M ________ “‘ Q X
c P
u=MN+CM =PQ+CM = ysingp+ XCcos ¢
U=5Q—NQ=5SQ—MP = ycosp—xsing
(X X
| Otpornost materijala | ::::
= = - - ...
Momenti inercije za zaokrenuti oo

koordinatni sistem (za teziSne ose)

Koristec¢i transformaciju koordinata dobijaju se:

A

I, :jvsz:j(yCOS¢—xsin @) dA =cos® (pj y?dA+sin? (pszdA—Zsin (pcosw.fxydA
A A A A

I, =1,c05° p+1,sin* p—12sinpcos g

Ivzjusz:j(ysin @+ xc0s ¢) dA =sin? ¢I y?dA + cos? (p.fxsz+ 2sin ¢c05¢jxydA
A A A A A

I, =1,sin’ p+1, cos’ p+1,,2sinpcos

I, :juvdA:sin @Cos (pU yZdA—szdAj+ (cos2 p—sin’ go)xydA
A A A

I (= Iy)sin pCosp+ Ixy(cos2 p—sin’gp)

16
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Momenti inercije za za okrenuti o

koordinatni sistem (za teziSne ose)

Kako je:

5 1 ., 1
cos ¢:5(1+C052¢)’ sin 40:5(1—0052@,
2sin ¢ cos ¢ =sin 2¢p cos® p—sin® @ = cos 2¢

Izrazi za izraCunavanije teziSnih momenata inercije za zaokrenute ose sada su

1, =%(|X+ Iy)+%(lx— I, )Jeos 2p— 1, sin 2¢

1, =%(|x+ |y)—%(|x— 1, )eos 29+ 1, sin 2¢

| 2%(|X+ 1,)sin2¢+1,, cos 2

Ako su poznati momentiinercije za jedan par teziSnih osa bez integraljenja
mogu se izraunati momenti inercije za zaokrenute teziSne ose

eo0o
| Otpornost materijala | ::::
. . o000
Glavni momenti oo

inercije i glavne ose inercije

Kako se drugi izraz za moment moze dobiti iz prvog zamenom ¢ sa (p+900
analiziraju se drugi i tre¢i izraz

1, =%(|X+ Iy)+%(lx—ly)0032(o—lxysin 2

1, :%(|X+ 1, )sin2p+ 1, cos2¢

Navedeni izrazi su neprekidne funkcije ugla ¢ pa se mogu odrediti ekstremne
vrednosti:

A _ (1,41, )sin2p+-21,, cos2p =0

argument ¢ koji zadovoljava ovu jednacinu obelezimo sa a

—(1,+1,)sin 2 +-21,, cos 2a = 0 |: cos 2x _

I
tha=—| ;‘y

xy

10/24/2009
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Glavni momenti se:
inercije i glavne ose inercije
Ugao a odreduje polozaj glavnih teZidnih osa A Xy
t92a =
cos2a = 1 = Ll Lol
BN P (e BT g%
S
sin2g=— 922 _ 21y > tg 2o
J_r\/1+t922a i\/(|x—|y)z+4|fy 20,
1
1 1 v 7
Imax:|1:§(|x+ly)+§ (Ix_ly)2+4|><y
|mm=|2=%(|X+|y)—%1/(lx—|y)z+4|§y
(IUV)(p:D( = |12 =0
| Otpornost materijala | EEE:
. . [ X
Glavni momenti o2

inercije i glavne ose inercije
e Za teziSne ose za koje aksijalni momenti inercije
Imaju ekstremne vrednosti, centrifugalni moment
inercije je jednak nuli.
e | obrnuto ako je za dve upravne teZiSne ose
centrifugalni moment inercije jednak nuli, onda
aksijalni momenti za te ose imaju ekstreme

10/24/2009
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Elipsainercije "

Za povrsinu A poznate su glavne tezisne ose
(1)1 (2) iglavni teziSni momentiinercije |1 i |2.
Za proizvoljnu teziSnu osu u pod uglom ¢ dobija
se

I, =1,cos’p—1,sin’ ¢

Deljenjem leve i desne strane sa
povrsinom A dobija se

N R T
YA 2 VA
Polupre€nici inercije za glavne ose

L Poluprecnik inercije za osu u

i, =i, cos® p—i,sin’ ¢

ij :::o
Otpornost materijala | b
eo0o
- - - . - ..
°
Momenti inercije pravougaonika
y N d A=bh, Xc:%v yc:%
N 2 2 bh®
IX:{y dA—bl’ydy =5+ dA=bdy
|y:ij2dA:h_ix2dx:h—§ dA = hdx
Iy:j-xydA:_T%ydA:b—;j-ydy:hzf dA = bdy
: C ‘é A o o
T %‘J Zatezisne ose x i
2 _1_y2acbht b bh?
- le=l=YeA= 3 4bh712
, _1 e he’ b ho?
- x |, =1y =A== bh=—7
b 2123
h*b® bh
I, =1y =X YcA= 2 —7Ebh:0

10/24/2009
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Momenti inercije i elipsainercije

pravougaonika
Y1 i

Yy

Za teziSne ose obelezene sax iy

D momenti inercije iznose:
. I :bi, I :ﬁ, I, =0
ip 12t Y1
S . "
. Poluprecnici inercije su
C x bh®
= - 2
ix:ilz\@:\l:\ﬁzﬁh:o,zgh
A Ybh V12 6
T bh
iy:iZ:\/E: iz\/gzﬁbzo,ng
A Ibh Vi2 6
Za proizvoljnu osu tangenta paralelna sa
b odabranom osom, i rastojanje od C do tacke dodira
tangente T je i,
Ip=Ai]
ij :::o
Otpornost materijala | b
o000
- - - ..
[ ]
Podaci iz tablica za krug
D’z
y A= =r’z
: 4
Q
¢ x D'z r'z
I.=1,= =—~~0,0491D" =0,7854r"
64 4
D l,=0
=i ==t
Y4002

10/24/2009
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~N
) /

. ) & e
Y, , 7 D7 0302r" ~0.025D"
8 128
4 4
=" = D7 . 0.392r* ~0.025D"
8 128

Podaci iz tablica za polovinu kruga o

2
rerz
A: = —

¥ elzg—rzOQlZZD; 6, =&, ~0.2878D
7T

oy
C I, =(”—8)-r4 ~0.1098r* ~ 0.0069D*
x 8 9r

Otpornost materijala |

Postupak pri odredivanju momenata
inercije slozene povrsine
1. lzabrati koordinatni sistem Oxy i odrediti polozaj
tezista
2. Odrediti momente inercije za teziSne ose svake
povrSine, pa primenom Stajnerove teoreme
odrediti momente inercije za teziSne ose sloZzene
povrsine
3. Odrediti ugao glavnih centralnih osa inercije
4. Odrediti glavne centralne momente inercije

5. Odrediti polupre€nike elipse inercije i nacrtati
elipsu inercije

10/24/2009
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Primer izra€unavanja momenata za oo
slozenu povrsinu
Odabratiose x i y i odrediti teZiste
c 35 |¥
i 2
| A =121=12; C,(0,0)
T A, =8-1=8;C,(-356.5),
o A, =8-1=8; C,(3.5-6.5)
S, =0cm?®, S, =0cm?,
3 C, x
S,, =—28cm°, S , =52cm’
0 S, =28cm®, S ; =-52cm®
CE
| « _Sa+S,,+S,, _0-28+28
— | HT CTTATA+A  12+8+8
3.5
Sy +S,+S,; 0+452-52
© A+A+A, 124848
eo0o
| Otpornost materijala | ::::
o000
Primer izraCunavanja momenata za °e

slozenu povrsinu

c 35 |¥
2
Hil Odreditimomente inercije za ose X i y
2 2
T Iy =la+ o+ Yoo A+ e+ VoA
[Te)
© 2 2
Ly =1+ 1, + XA+ 1+ XA
3 C, x
Ly = Lyt + L2 + Xc2 Yo Ao + Lys + X3 Vs As
0
©
C, |
— | «
3.5 T

10/24/2009
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Primer izraéunavanja momenata za 44
slozenu povrsinu
_ Odreditimomente inercije za ose x i y
Y ="
3 3
Xl:%:1‘1122 =144cm*
b*h  1°.12
T
o~ Cl x =x,
— —1 ot A
Iy =0CmM
oo
| Otpornost materijala | ::::
o000
Primer izraCunavanja momenata za oo
slozenu povrsinu
Odreditimomente inercije za ose X i y
3 3
y: =1, =20 8L 66cm?
C t 12 12
2
i *; bh 8.1
PR g l,=lz=-=—"-=4266cm’
T 12 12
<4 8 »
) i I><2y2 = I><3y3 = 0 Cm4

23
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Primer izraGunavanja momenata za

slozenu povrsinu

35 |¥

6.5

14

C, x

6.5

Gy

Odreditimomente inercije za ose x i y

| =144+0.66+6.5°8+0.66 +6.5°8
|, =822cm*

|, =1+42.66+3.5°8+42.66+3.5°8
|, =282cm*

|

|

3.5

Ixy

j

l,, =0+0+(-3.5)-6.5-8+0+3.5:(-6.5)-8

=-364cm*

Otpornost materijala |

Primer izraGunavanja momenata za

slozenu povrsinu

@

)

/26.72“

C «

I =1, =1006cm’*

Odrediti ugao glavnih osa

-21 —2(-
tg2a= 2y _ 2(-364)
I,—1, 821.33-282

y

20 =arctg1.3481=53.433° «a=26.72°

. :|1:%(|X+|y)+%1/(|x—|y)z+4|3y

Doge = 11 :%(822+282)+% (822-282) + 4364

=1.3481

Imin |2=%(Ix+|y)7% (Ixfly)z+4|xzy

%(822+282)—% (822-282) +4-364

max = 1=

(Iuv)go:a = I12 = 0

10/24/2009
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Primer izraGunavanja momenata za se:

slozenu povrsinu
@ y
Poluprecnici inercije
\ (l) iI:\/%:\/%:S.GGCm
26.72°
D -1, (99
x |2:\/;:\/;:1.88cm
N
oo
| Otpornost materijala | ::::
o000
Postupak pri odredivanju momenata | :°

inercije slozene povrsine

1.

Podeliti slozenu povrsinu na odreden broj
manjih povrsina za koje je lako odrediti:
TeziSte povrsine

Staticke momente inercije povrSina za teziSne ose
Sopstvene momente inercije povrsine za teZiSne ose
Aksijalne momente inercije povrsine za teziSne ose

Centrifugalne momente inercije povrsine za tezisne
ose

Polarne momente inercije povrsine za teziSne ose

10/24/2009
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Postupak pri odredivanju momenata

inercije slozene povrsine

2.

|zabrati koordinatni sistem Oxy i odrediti poloZaj
tezista

Odrediti momente inercija za teziSne ose svake
povrsine pa primenom Stajnerove teoreme
odrediti momente inercije za teziSne ose sloZzene
povrsSine

Odrediti ugao glavnih centralnih osa inercije
Odrediti glavne centralne momente inercije

Odrediti poluprec€nike elipse inercije i nacrtati
elipsu inercije

Otpornost materijala

Napomene pri odredivanju momenata

inercije slozene povrsine

Treba koristiti simetriju — teziSte slozene povrsine
je uvek na osi simetrije

Osa simetrije je ujedno i jedna glavna osa inercije,
a druga glavna osa prolazi kroz teziSte i upravna
je na prvu

Ako povrsina ima viSe osa simetrije teziste je u
njihovom preseku a one su ujedno i glavne ose
inercije

Za glavne ose uvek je centrifugalni moment
inercije jednak nuli
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e00
| Otpornost materijala | ::::
a8
Primer : :

x
4

e00

| Otpornost materijala ::::
. see

Brojni primer: e

4 6
y l

A =12 C,(31)
A, =6 C2(2;-0.67)
A, =6,28 C,(~0.85;0)
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| Otpornost materijala |

Brojni primer:

| Otpornost materijala

Brojni primer:

A =12cm? C,(1.24;0.67)
bh® 6-2° .

W=——= =4cm
12 12
3 3.

JRELLLNE R
12 12

l,.=0
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| Otpornost materijala

[ X X J
0000
o000
o000
.. . s
Brojni primer:
A, =6cm? C,(0.24;.-1)
M2
n 4 3 3
x2=m=6 2 =1.33cm*
36 36
3 3.
C:: g: Iy2=m=6 2 _12cm*
c ~ 2 36 36
L—T b2h? 62 . 22 \
Ix2y2=__=_ =2cm
72 72
[ X X J
| Otpornost materijala ::::
00
.. . s
Brojni primer:
A
y3 N
g A =6.28cm? C,(-2.610)
) > 4 4
a3 |, ="7 27 _628cm*
8 8
r 2*
l.,= 7% —64)= 97°—-64)=1.76cm*
s 727z(” ) 727z(7Z )
Ix3y3=0
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— oo
| Otpornost materijala

Brojni primer:

_ 2 2 2
|§ =la+m A+, +m A+ 1L+ A
|, =4+5.38+1.33+6+6.28=23 cm’

_ 2 2 2
In = Iyl+§1 A + Iy2+§2A2+ |y3+773A3
|,] =36+18.45+12+0.34+42.78+1.75=111.3 cm*

ng = Ix1y1 +&mA + Ix2y2 + &, A + Ix3y3 + &1 A,
|§77 =0+1.24-0.67-12+2—0.24~6-1+0+6.28-(—2.61)~0 =10.53 cm*

Otpornost materijala

Rezime

Povrsina popre¢nog preseka

Staticki moment povrsine poprecnog preseka
TeZiste povrSine

Aksijalni moment inercije

Centrifugalni moment inercije

Polarni moment inercije

Stajnerova teorema - sopstveni + poloZajni
Momenti inercije za zaokrenuti koordinatni sistem
Glavni momenti inercije i glavne ose inercije
Elipsa inercije i glavne teziSne ose
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Otpornost materijala |

Postupak pri odredivanju momenata

inercije slozene povrsine

1.

|zabrati koordinatni sistem Oxy i odrediti poloZaj
teziSta

Odrediti momente inercija za teziSne ose svake
povrsine, pa primenom Stajnerove teoreme
odrediti momente inercije za teziSne ose slozene
povrsine

Odrediti ugao glavnih centralnih osa inercije
Odrediti glavne centralne momente inercije

Odrediti poluprec¢nike elipse inercije i nacrtati
elipsu inercije

10/24/2009
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